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THÈME 2
INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE
The Middle Product Algorithm, I.
Guillaume Hanrot , Michel Quercia and Paul Zimmermann
N° 4664
December 2, 2002
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UWVYXZ[Z]\]^ _G`ZaDbcZedcf;gCbchbcZd
ZijhkIdchlDdnmpoH[rqsfCdcbutvlwZxTy f8zpZiF{ xs|j}Q~ {
 k;wsf y iwZ y Zh V Z y h V Za;;	^ ZhZ[rq-Z y \s\;C\^ \Iwk;gCZm
;  Z] y ZmZaviawZk;dugCf y b i V [mQ¡¢f y i V Z]bca£CZ y mpZ;4Dbu£HbcmpbcfCansk;aDmtvlk y Z y ff;i¤f;¡sf$Z y
mZ y buZm¥ UWV Z§¦;ZoGi y buh¨¦2bumk©aDZk;dcgCf y bui V [ª^ «-¬­v­w®¯;°H±w²I­³s´µ"f y 4¡¢f y m V f y i-«H°¶^ hf;[=wli·bcaDg
i V Z¤¸¹[=buwwduZQhfHZºhbuZai·m»f;¡Yk=¼*\8¸]½"¾¿ÁÀK¸¡¢lDdcd y fwlDhibcai V Zjm·kI[=Zavlw[rqsZ y f;¡n[§lwduibcwdubchk8i·bcf;awm
k;mkF¡¢lDdcdH¸]À¸¶ y fHwlwhi¥ UWV bum6bc[ y f£;Zm6 y Z£Hbcf;lwm»f y ¦]f;¡sÂ y ZaiHÃ2lwduwZ y mvÄk y Kk;awÃGk y ¦vmpiZbca4
Â$l y awbc¦IZdÁk;aDÅ4buZgCduZ y ¥ | ¡¢f y i V hfC[bcaDgKk;sZ y bcdud4mpilwDo¶i V ZeÆfkIibcawgIÇ,-f;bcaiQhk;mZI¥
È2ÉÊ4ËpÌrÍ 8ÎÏ; Ã2bcDwdcZe y fDlwhibca£CZ y mbufCanwDbu£HbcmpbcfCanmtvlk y Z y ffIiÐjZWi·f;anÑÒmj[Zi V fn¥
ÓÔÖÕc×WØÙÒÚÛnÜpÝÞßàáâã¤ä;åçææ;èàéæCÞ8ê·ëìá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É  Ð¤fClDm y `ZmpZai·f;awm»DZjaDfClD£CZk;l©k;dugCf y b i V [Zm-f;l y d*Ñ bca£CZ y mpZ;vdcZWtvlwf;ibcZaviTZid k y kIhbcaDZ
hk yy `ZZ=DZmH`Z y bcZm¡¢f y [=ZdcdcZm¥Ñ bcawg y `ZDbcZaiOhd`ZKwZhZm]k;dugCf y b i V [Zm¤ZmÖi§lwa awfCl£CZdk;dugCf y bui V [=Ze^
k;wsZd`Z¤«-¬­H­w®C¯;°H±²I­C³s´µ-fCl¶DdclwmQq y b XZ£CZ[=ZaviQ«H°K^ tvlwbnhk;dchlwdcZ¤dcZmQ¸hfHZºhbcZaimW[ `Zwb k;aDm$nÑ lwa
 y fwlDbuij¼)\I¸½G¾¿4À]¸¹ZadcZW[Z[ZQawf;[rq y ZwZW[§lwduibcwdubchk8i·bcf;awmÁtHl4ÑÒlwa= y fHwlwb ihf;[=wduZi¸rÀ]¸¥ } Zmy `Zmlwd i¨kIimk;[ `Zdcbuf y ZaiQwZmi y k£Ik;lwZOÂ y ZavisÃ2lwduwZ y mÄk y ¹Zi¤ÃGk y ¦HmÖi·ZbcanÂ$l y awbu¦;ZdYZi¤Å4bcZgCdcZ y ¥
 ai y k£;kIbcd4Za2 y `Zwk y kIibcfCaR`Zi·lwwbuZ y kduZehk;mjwZmjaDfC[rq y ZmWÆf;ipi¨k;ai·m¥
@Í  Ë  
É ¶ xy fHwlwb i[ `Zwb k;a4wbca£CZ y mpbcfCanDbu£HbcmpbcfCan y k;hbcawZehk yy `ZZI[ `Zi V fHwZewZ]Ð¤ZWi·fCa
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* awZjf;¡-i V Zj[©kzpf y i·fHfCdcm6¡¢f y sZ y ¡¢f y [bcawgk y bui V [Zi·buhQf y hf;[=wli·bcaDgOmp-Zhbck;d¡¢lwawhibcfCaDmbumÐ¤ZWifCanÑ m
buiZ y kIi·bufCan¥,+ awwZZ"bui·m¤tvlk; y kIi·buh y k8i·Z§fI¡ThfCa£CZ y gCZawhZ2¼¢mfi V kIiFi V Zravlw[rqsZ y f;¡Thf ypy ZhiewbugCbuim¤f y
i·Z y [mwfClDqwdcZmekIiZk;h V mpiZ¿k;aD	bui·m¤mZdu¡ Ç hf yy Zhi·bcaDgh V k y k;hiZ y [=k;¦;Zrb iZmsZhbck;dcd o¹mlwb i¨k;qwduZO¡¢f y
i V bcmW¦vbcaw¹f;¡hfC[wlDi·kIi·bufCawm¥
+ a¡¢lDdcdDg;ZawZ y k;dubui oCCÐ¤ZWifCanÑ m y lwduZ$¡¢f y hf;[=wli·bcaDgek y fHf;if;¡-kewb.- Z y Zai·bck;qwduZ»¡¢lwawhi·bufCa0/6¼21-¿hk;a
qsZO y buiiZa2k;m31546879:154½;/6¼"154¿=<>/@?¢¼"154¿é¥ | m¤k y lwduZOfI¡i V lw[§qni V Zi·Z y [A154m V f;lwdc¹q-ZOmZZa	kIm
i V ZK[©k;bua2iZ y [¹4 V Z y Zk;mB/6¼2154¿C<>/ ? ¼2154¿¤m V fClwdc	qsZrmpZZa k;mFi V ZKhf yy Zhibcawg©iZ y [2¥D+ a"k y i·bchlwd k y 
awf;i¤k;dud4i V ZODbcgCb i·mWf;¡E/6¼2154¿C<>/ ? ¼"154¿Qk y ZmpbcgCawbGFhkIavimbuawhZei V Z]duf »Zbcg V ijfCaDZmbcdcd4q-Zhf yy ZhiZ
bca¶i V ZawZ Hi¤bui·Z y kIibcfCa4¥IHl y i V Z y [=f y Z;wmpbcawhZJ/6¼2154¿WbumWmlwD-fCmpZ¹i·fi·ZaD¹ifLKZ y f=tvlwbuh¨¦Hd oCfCawZhk;a
Z sZhiebc[-f y i¨kIavihk;awhZdcdckIi·bufCawmbca¹i V Z]Z£Ik;dulkIi·bufCa¹f;¡M/6¼"154¿=<>/ ? ¼"154¿é¥ UWV Zr y ZmZavik;sZ y m V fmV fNifZ£Ik;dclk8i·ZefCawd oi V ZO[ZkIawbcawgI¡¢lwdnk y if;¡N/¼2154¿C<>/ ? ¼2154¿b*¥ Z;¥ wi V ZOÖ[=buwwdcZ)PrwbugCbuimwbua¹mpfC[Z
mb i·lk8i·bcf;awm$ V Z y Zei V ZeZ£Ik;dclk8i·bcf;af;¡E/GbcmQ[=k;bcaDduoqk;mpZ¹fCa¹kr[rlwduibcwdubchkIi·bufCan¥ | mkKhf;awmZtHlDZawhZ;
awZ k;dcg;f y b i V [m¡¢f y bca£CZ y mbufCanwb £HbcmbufCak;aw¹mtvlk y Z y fHf;ik y ZODZ y b £CZn¥| awfIi V Z y k;DwdcbuhkIibcfCafI¡i V ZOÖ[=buwwdcZF y fHwlwhiQPbcmQi V Z]Zº=hbcZavijhfC[=DlDi¨kIibcfCaf;¡mf;[=Zei y k;awmçÇ
sfCmZ2[rlDdui·buwdcbuhkIibcfCaDmR ¾C¾)S)¥
 Z»bcdcdv[=k;¦;Z»lwmZ$f;¡wi V Z$¡¢fCdcdufbcawgawf;i·kIi·bufCawm)TU¼õ¸Y¿ÏwZawfIi·Zmi V ZQhfC[wdcZ Db i of;¡i V Z$lwawDZ y d oÇ
bcaDgK[rlwduibcwdubchkIi·bufCak;dcgCf y bui V [fCa¶i $fsfCduoHawf;[=bck;dcm 7 f;¡wZg y ZZ¸'VW ¼õ¸n¿$wZawfIi·ZmWi V ZhfC[wdcZ bui o
f;¡ÄOk y kIimlwqkÑÒm=k;dcg;f y b i V [¹TgCbu£;Za0qo;W ¼ç¾¿X9 ¾;3W ¼õ¸n¿X9 \W ¼ZY ¸[<;\!\8¿^]_W ¼Z` ¸[<C\ba8¿VcEc   ¼õ¸n¿
wZawf;i·Zmji V ZhfC[wduZ bui o©f;¡i V Z]{h VedfCa V k;gCZéÇÖ{Hi y k;mpmZa2[rlwd i·bcDdcbchkIi·bufCa=k;dcgCf y bui V [fR ¾bS*¥UWV ZQkI-Z y bcmÏf y gk;awb.KZ§k;m¡¢f;dcdcfm¥6{ZhibcfCa=¾QwZmph y bcqsZmi V Z$qkImbchTi y bch¨¦bcaOi V Z»msZhb.FhQhk;mZ»f;¡
Äk y k8i·mlDqkDÑ mFk;dugCf y bui V [2 y f£CZmbuimhf ypy Zhi·awZmmekIawk;awk;duo KZmFb i·mhfC[wduZ bui o;¥{Zhi·bufCa	\K y f£;Zm
i V kIi§i V Z©i y bch¨¦ bcm]bca ¡õk;hir¡¢lwawhi·f y b k;dk;aD Z bcmÖi·mr¡¢f y k;ao lwaDwZ y duoHbcawgG[rlwduibcwdubchkIi·bufCa"k;dcg;f y b i V [¹¥
{Zhi·bufCawmKGk;aw m V f V fi V bcmOi y buh¨¦ hk;a qsZlwmpZ i·fGhfC[wlDiZ©i V Z©mtvlk y Z¶k;aw i V Zbca£;Z y mpZ
f;¡6ksf$Z y mpZ y buZmjf;¡6f y wZ y ¸ bca y ZmsZhi·b £CZd o 7g W ¼õ¸Y¿Wk;aDhW ¼õ¸n¿¼õf y \icEc   ¼¢¸Y¿¿ y bcawgfCsZ y k8i·bcf;awm¥{Zhi·bufCakj§mpilwwbcZmQi V ZkIwwdcbuhkIibcfCaDm$f;¡Ái V ZmZ y ZmlDdui·mQifKi V ZehfC[=DlDi¨kIibcfCa©f;¡Ái V Zetvlwf;ibcZavifI¡Ïi »f
sf»Z y mpZ y bcZm)V»»Z¶gCbu£;Z©i »f kIdcgCf y bui V [=mfCaDZqk;mpZ fCa i V Zbca£CZ y mpZ2kIaw Äk y ÇçÃGk y ¦HmÖi·Zbca i y bch¨¦
i V kIieawZZwmBlfmnbW ¼õ¸n¿K¼õf y0og cEc   ¼õ¸Y¿p¿ y buawgfCsZ y kIi·bufCawmFk;aw"k;awfIi V Z y fCawZ§ V bch V awZZwmDW ¼õ¸n¿r¼õf y7g cEc   ¼õ¸n¿DdcfCg g ¼õ¸Y¿p¿$fCsZ y k8i·bcf;awm¥+ a	mZhi·bufCa	Ds$Z§mpi·lDDoGi V Zr y fCqwdcZ[ f;¡ThfC[wlDibcawgi V Z]mtvlk y Z y fHf;i¤f;¡k©sf»Z y mZ y bcZm¥  Z
m V k;dcd-gCbu£;Zek;a¶k;dugCf y bui V [ f;¡ÏhfC[wdcZ bui o nm W ¼õ¸n¿»qk;mpZfCaÐ¤ZWi·fCa4ÑÒmbuiZ y kIi·bufCanHk;awk;akIdcgCf y bui V [f;¡hfC[wdcZ bui o nm W ¼¢¸Y¿Qbcai V Z»f y mpi¤hk;mpZ¼ y fClwg V duop ;>W ¼õ¸n¿Wf;aGk£CZ y k;g;Z¿qkImZ2fCai V ZOmtvlk y Zy fHf;iWb i Vy Z[©k;buawwZ y ¥
+ aSmZhi·bufCarqkIa0bc[wduZ[Zai¨kIibcfCa f;¡ei V ZmpZ	k;dugCf y b i V [mKbcm= y ZmZaviZn V buh V hfCasF y [m©i V Z
hf;[=wduZ bui o y Zmlwd i·mbca y k;hibchZI¥ Z=hfCaDhdclDwZi V Z©wk;-Z y qo k¹i·k;qwduZ=mplw[=[=k y bKbuawgi V Z© y Z£HbcfClDm§k;aD awZ »f y mpipÇ,hk;mpZ©hfC[Ç
wduZ buibcZmOlwawDZ y i V ZÄk y kIi·mplwqk2k;awtHEH U [=fHwZdcmÁ¡¢f y i V Z=[=buwwduZK y fHwlwhi6buav£;Z y mZ;tvlwfIi·bcZai
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k;aw mtvlk y Z y ff;iOfCsZ y kIi·bufCawmÁ¡¢f;dcdcfbuawg¶$f y ¦	f;¡Â y Zai R ¾S)Ã¹lwdcwZ y m R!S*Â$l y awbc¦IZd»k;aw Å4buZgCduZ y
R \!S*¥
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Ð¤ZWi·fCa4ÑÒmjbuiZ y k8i·bcf;a©¡¢f y hf;[=wli·bcaDg¹¾Z<"! ^  V Z y Z#! bumkKaHlD[rq-Z y kKsfCduoHawfC[b kId*vf y kKmZ y bcZm$^
¡¢fCdudcfm$i V Z y Zhl yy ZawhZT
154687I9r154M]t154v¼Ö¾W½$!,154¿p ¼Ö¾¿
{lwD-fCmpZ2»Z	k y Z2duffC¦vbuawg	¡¢f y kIaRk;w y fbc[=kIi·bufCa f;¡K¾b<"! i·f  y Z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